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Der tIamiltonoperator H eines Einzentren-Problems sei derart in H = H ~ + H 1 aufge- 
teilt, daft das Problem mit  H ~ exakt 16sbar ist und H 1 nur Anteile potentieller Energie enth~lt. 
Dann kann man zeigen, dab der Erwartungswert der St6rung H 1 im Minimum der Gesamt- 
energie exakt verschwindet. 

Let  the t tamiltonian H of a one-center problem be so partitioned in H = H ~ + H 1 that  
the problem with H ~ is exactly soluble and H 1 contains potential energy terms only. One, 
then, can show that  the average value of the perturbation H x vanishes identically if the total 
energy is minimized. 

L'op6rateur hamiltonien H d 'une probl~me ~ un centre est s@ar6 en deux parties: 
H = H ~ + H 1, de mani~re s ce que le probl~me relatif  s H ~ soit exactement soluble et b, ee 
que H 1 tienne compte d 'une part seulement de l'6nergie potentielle. On peut, alors montrer 
que l'esp6rance math6matique de la perturbation H 1 au minimum de l'6nergie totale s'annule 
exactement. 

A. Einleitung 

D c r  t I a m i l t o n o p e r a t o r  e ines  A t o m p r o b l e m s  

(h sei de r  O p e r a t o r  ffir  die k ine t i sche  E n e r g i e  des  i. E l e k t r o n s )  sei i m  Sinne  de r  

S t 6 r u n g s r e c h n u n g  au fge t e i l t  in  e inen  A n t e f l  H ~ u n d  die S t S r u n g  H 1. Die  Schr6-  

d i n g e r g i e i c h u n g  m i t  H ~ sei s epa r i e rba r ,  so d a b  H ~ = ~ h~ u n d  hi = h + ut ge l ten .  
D a n n  is~ die  S t 6 r u n g  d u r c h  i 

= - u i  + - -  (2)  

gegeben. W. T. SIM~SO~ hat vor einiger Zeit gezeigt [3], dab es ffir Determinanten- 

f u n k t i o n e n  r o l l e r  Seha l en  ~5 = I a5  b l ) . . .  } s t e t s  mSg l i eh  ist ,  m i t  H i l f e  de r  E i n -  

e l e k t r o n e n f u n k t i o n e n  a, b . . . .  e in  e f fek t ives  E i n e l e k t r o n e n p o t e n t i a l  u, anzu-  

geben ,  so d a b  

( ~ l  V[q~}  = 0 (3) 
erff i l l t  ist.  

E i n e  d e r a r t i g e  F u n k t i o n  ~b m i n i m i s i e r t  l f icht  n o t w e n d i g  d e n  E r w a r t u n g s w e r t  
y o n  H.  S ind  die  l~ 'unkt ionen a, b . . . .  ] edoeh  E i g e n f u n k t i o n e n  de r  ( reprs  
r iven)  S c h r 6 d i n g e r g l e i c h u n g  m i t  h, d a n n  i s t  q5 auch  e ine  E i g e n f u n k t i o n  y o n  H ~ 

* Erstmalig vor einem kMneren Kreis in Frankfurt  am 2/fain am 28. Jul i  1962, zuletzt 
auszugsweise anf der 65. Hauptversammlung der Deutschen-Bunsen-Gesellschaft fiir Physi- 
kalisehe Chemie in Freudenstadt, 19. bis 22. Mai 1966, vorgetragen. 



88 K. It. ttA~SE~: 

Daraus folgt, dab mit  dieser Funktion der Erwartungswert  yon H ~ und, wegen (3), 
auch der Erwartungswert  yon H zum Minimum gemaeht wird. 

Wir wollen im folgenden zeigen, dag eine G1. (3) entsprechende Beziehung aueh 
dann ffir das Minimum des Erwartungswerts yon H gilt, wenn 

i. ~5 keine ,,closed-shell"-Funktion ist, also z. B. (bei ungefiillten SehMen) eine 
Termfunktion oder eine Linearkombination yon Termfunktionen des freien Atoms 
ist und 

2. V weitere Anteile potentieller Energie enth~lt, so dab an die Ste]le des 
Atomproblems das Problem des durch ein iiuBeres Potential  gestfr ten Atoms tri t t .  

B. Ein Satz fiir Einzentren-Probleme 

Der Hamil tonoperator  H eines Einzentren-Problems sei, entsprechend dem 
Vorgehen bei einer Stfrungsreehnung, in einen Anteil H ~ und eine Stf rung H 1 
aufgeteilt. Die SchrSdingergleiehung mit  H ~ zerfalle in wasserstoffs Teil- 
probleme zur gleichen effektiven Kernladung Z* und der StSroperator H 1 enthalte 
nur Anteile potentieller Energie. Dann ]s sieh mit  ttilfe des Virialsatzes zeigen, 
dM~ ffir denjenigen Wert  der effektiven Kernladung Z* in T ~ (Z*), bei dem die 
Gesamtenergie im Minimum ist, die Energiekorrektur <T~ I H1 ] T~  ) exakt  ver- 
schwindet. 

Zum Beweis betrachten wir Probleme mit  

H =  7 h -- + - -  + V (q~/R~) (4) 
V 

als Hamiltonoperator.  Dabei sei V (q~/Re) ein Potential, das dutch Ladungen qe 
im Abstand Re vom Atom erzeugt wird. Die q~ und Re k6nnen verschieden sein. 
R bzw. q stehe yon jetzt ab reprgsentativ fiir die Re und q~. 

Wenn Mr  
H = H ~ + H 1 

mit  

und 

t + V(q /R)  (5b) 

unterteilen, d~nn sind die obigen Vor~ussetzungen erffillt. 

I. Die Schrfdingergleichung/-/o~5o = EO ~5o ist sep~rierbar, h~ = ti - Z*/ri ist 
das reprs Einelektronenproblem, (lessen Lfsungen die wasserstofl:s 
lichen Funktionen a (Z*), b (Z*) . . . .  und dessen Eigenwerte e~ = -- �89 (Z*/n) 2 
sind. H 1 enths nut  Anteile potentieller Energie. 

I m  folgenden machen wir die unwesentliehe Einsehrs dag alle Schalen 
auBer der mit  (n, l) roll  sein sollen. Die Sehale (n, l) sei m i t m  Elektronen besetzt. 
Die besetzten Schalen seien zum R u m p f  gerechnet, dann ist Z = ZRumpi und 
i ls fiber die m s Elektronen der (~,/)-Schale. Es gilt 

E~ = i=1 ~ e~ = -- ~- \-~-/ . (6) 
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2 (l + 1)) . > 
Insgesamt N = Determinanten-Funktionen r = I a5 b c . .  geh6ren 

~b 

zu diesem Eigenwert. Mit den q)~ sind aueh alle (normierten) Linearkombinationen 
~o = ~ ca q)o Eigenfunktionen yon H ~ zum selben Eigenwert, so dab 

EO = <~o J t F  I ~o > 
gilt. Nun ist einerseits 

EO= ~ e~ = - ~ ~ ,  (7) 
i=1  i=1  

da ftir wasserstoff/~hnliche Probleme der Virialsatz gilt: e~ = - -~ .  Andererseits 
gilt ffir den Erwartungswert der kinetischen Energie 

T~ = < hrr176 I T~ k~~ = Z t/ ,  (8) 
i=1  

da die a, b, c . . . .  untereinander orthogonal sind. Dann folgt aus Gin. (7) und (8), 
dab der Virialsatz auch ftir das Mehrelektronenproblem gilt 

E ~ (Z*) = - ~-o (Z*), (9) 

und zwar fiir beliebiges Z*. Sobald H ~ und damit auch die a, b . . . .  verschiedene 
Kernladungszahlen enthalten, ist G1. (6) und damit auch G1. (9) nicht mehr erfiillt. 

2. Wir betrachten den Erwartungswert der Gesamtenergie E ----- <kP ~ ] H I  To>. 
Sofern der Anteil der Mnetischen Energie T in H homogen vom Grade - 2  und 
die lootentielle Energie homogen vom Grade - i  ist, kann man mit Hilfe ether 
Skalentransformation zeigen [2], dab ffir diejenigen Werte der Parameter,  die zmn 
Minimum EM der Energie ffihren, ebenfalls der Virialsatz gilt, d. h. 

E M  = - -  T (Z~)  . (~0) 

Der t tamiltonoperator (4) erfiill~ die obige Bedingung. 
3. Da H 1 laut Voraussetzung keine kinetische Energie enth/~lt, gilt 

T (Z~) = T O (Z~),  (tA) 

und es folgt aus Gln. (9), ('10) und ( t i ) :  

E M  = E ~ (Z~u) , (12) 

I <~~176 I (i4) 

fiir die Werte RM und Z;~ im Minimum der Energie E z .  

C. Diskussion 

Wenn V (q/R) in G1. (5b) gleich Null ist, ist H der Hamiltonoperator eines 
Atoms (Ions). <kg ~ I H1 I kY~ hgngt dann nur yon Z* ab und die G1. (14) legt den 

dE 
Wert ffir Z~  fest. I)iese Gleichung t r i t t  also an die Stelle der aus ~ = 0 folgen- 

den Gleichung. 
Ist  V # 0, dann hs <5 u~ ] H 1 l k~~ auBer yon Z* noch yon /~  und q ab und 

man erh/ilt aus G1. (14) eine Kurve (bzw. Fl~che) Z* = Z*  (q, R) .  Wegen Gln. (6) 
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und (12) erhalt man das Minimum der Energie fiir den maximalen Wert  von Z*. 
Man sucht also auf  der Flaehe Z* = Z* (q, R) das Maximum oder, was auf das- 
selbe hinausl/iuft, auf  der Flgehe a = Z - Z* = / (q, R) das Minimum auf, wobei 

die Abschirmung bedeutet.  Nur  der Punkt  (Z~, RM) ist auf  der Flache ,,reali- 
OE ON 

sier~". Diese Best immung tr i t t  an die Stelle der a u s ~ - =  0, ~ = 0  folgenden 

Bestimmungsgleiehungen, die hgufig nur i terat iv gel6st werden kSnnen. 
Wesentlicher als diese Reehenvereinfaehung erscheint jedoeh ein methodiseher 

Gewinn. Alle isoelektronisehen Probleme besitzen formal dieselbe Energie [G1. (13)]. 
Sie unterseheiden sieh nut  in H 1 und daher in G1. (t4). Der Gang der Energie in 
Abhiingigkeit yon den Parametern  lgl3t sieh nun bei diesen benaehbarten Proble- 
men anhand der G1. (14) durehsiehtiger diskutieren als dutch blogen VergMch der 
naeh der Minimisierung f/Jr jede Verbindung einzeln erhaltenen Zahlenwerte 
NM, Z~u, RM. Bei diesem bislang fibliehen Vorgehen ist jedes neue isoelektronisehe 
Problem eine neue Reehenaufgabe, bei der die Verwandtsehaft  zu den anderen 
isoelektronisehen Problemen nieht sichtbar wird. 

Einige der m6gliehen Anwendungen yon G1. (t4) sollen in zwei folgenden 
Arbeiten besproehen werden [1]. 

Absehliel3end eine Bemerkung zur Ableitung yon G1. (14). Wesentlieh f/it den 
Beweis ist G1. (9), da die Bedingung G1. (1t) bei geeigneter Wahl von H 1 stets er- 
fiillt werden kann und aueh G1. (10) im Energieminimum durehweg erfiillt ist, 
weil H i m  allgemeinen den unter B 2 genannten Bedingungen genfigt. Man k6nnte 
den Beweis yon G1. (14) also abkfirzen, indem man anstelle der oben gewghlten 
SpeziMisierung yon H ~ einfaeh fordert, dab das Problem mit  H ~ exakt  16sbar sei. 
Dann folgt G1. (9) sofort ffir alle Parameterwerte.  Da aber das Problem des wasser- 
stoff/ihnliehen Atoms (Ions) das einzige Problem ist, dessen exakte Eigenfunk- 
tionen wir in gesehlossener Form kennen, haben Mr  es vorgezogen, auch im IIin- 
bliek auf  die Anwendung yon G1. (14), den Beweis fiir den ,,Spezialfall" des 
wasserstoff/~hnliehen Problems H ~ zu geben. 

Die vorliegende Arbeit wurde fiberwiegend in den Jahren 1960 bis 1962 durehgefiihrt. 
Ffir das in dieser Zeit gewghrte Stipendium danke ich der I)eutsehen Forschungsgemeinschaft. 
Herrn Professor Dr. H. H ~ T ~ A ~  danke ieh fiir die grogziigige FSrderung in der Folgezeit 
(und daf/ir, dab er reich vor dem "publish-or-perish" bewahrt hat). 

Literatur 

[1] HA~SE~, K. H. : Theoret. ehim. Acta (Berl.), demn~ebst. 
[2] L6wnIN, P. O. : J. molecular Spectroscopy 3, 46 (1959). 
[3] S~PsoN, W. T. : Theories of Electrons in Molecules. London: Prentice Hall t962. 

Dr. K. H. HANSEN 
Inst. f. physik. Chemie der Universit~t 
6 Frankfm~ am Main 1 
Robert Mayer-StraBe 11 


